ESAME DI TERZA MEDIA - MATEMATICA - PROVA 2 )
Svolgimento ragionato INFOMAAT

Geometria solida — cilindro con cono sopra
SUPERFICIE TOTALE DI UN SOLIDO COMPOSTO E VARIAZIONE CON UN SECONDO CONO
Capire lafigura

ll solido & formato da due partiincollate: un cilindro sotto e un cono sopra, appoggiato come un cappello.
La base del cono coincide esattamente con il cerchio superiore del cilindro: quindi il raggio del cilindro &
uguale alraggio del cono, r = 5 cm, e |'altezza totale & la somma delle due altezze:

htot = Pcit + heon = 21 cm.

Trovare le due altezze

4
Sappiamo che Agon = § hq. Sostituiamo nell'equazione dell'altezza totale:

4
hcil + § hcil = 21.

Riduciamo a denominatore comune:

3 4 7
§ hcil + g hcil = g hcil = 21.

Quindi
3 4
hcﬂ=21-7:90m, hcon:§-9:12cm.

Verifica: 9 + 12 = 21. Torna.

Apotema del cono

Per la superficie laterale del cono ci serve |'apotema a: la distanza dal vertice del cono al bordo della sua
base. Tagliando il cono lungo I'asse otteniamo un triangolo rettangolo con cateti T e h¢on € ipotenusa a.
Perilteorema di Pitagora:

a=/r2+h2 =52+12% = V25 + 144 = V169 = 13 cm.

TERNA PITAGORICA

Inumeri (5, 12, 13) formano una terna pitagorica: tre numeriinteri tali che la somma dei quadrati dei primi
due & uguale al quadrato del terzo. Insieme a (3, 4, 5) e (8, 15, 17) & una delle terne pil frequenti nei
problemidiscuola. Riconoscerle a colpo d'occhio tirisparmiail calcolo dellaradice.

Quali superfici contano davvero — punto (a)

Quandoincolliamoil cono sopraiil cilindro, due cerchi spariscono dalla vista: la base superiore del cilindro
e labase inferiore del cono. Non sono piu superfici esterne e non vanno contate.

LE 3 FACCE ESTERNE DEL SOLIDO
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(1) base inferiore del cilindro (un cerchio) — (2) superficie laterale del cilindro — (3) superficie laterale del
cono.

(1) Base inferiore del cilindro:

2 2

Sy =ar’=7-5% =257 cm?.

(2) Superficie laterale del cilindro — rettangolo "srotolato" dibase 277 e altezza h;:
Sy =2nr-hg =27-5-9 =907 cm?.

(3) Superficie laterale del cono — formula 77 - a:

Ss=nr-a=m-5-13 = 657 cm?.

Somma:

S =51+ 8+ S5 = 257 + 907 + 657 = 180 7 cm?.

RISULTATO — PUNTO (A) - SUPERFICIE TOTALE

S =1807cm? ~ 565 cm?.

Verifica numerica: 180 - m ~ 565,49 cm?.

Cosa cambia conil secondo cono — punto (b)
Aggiungere un cono identico anche sotto modificail solido in due modi simultanei:

* Sparisce labaseinferiore del cilindro: prima era una superficie esterna (il cerchio appoggiato a terra),

adesso & coperta dal nuovo cono. Sitolgono 25 7 cm?.

e Compare la superficie laterale del secondo cono, identica a quella di sopra: siaggiungono 65 7 cm?.

La suabase coincide conla base inferiore del cilindro e non sivede.
Variazione netta:
AS = —257+ 657 = +40 7 cm?.
La superficie totale aumenta di40 cm?, quindiilnuovo valore &

S'=S+AS=1807+ 40 7 = 220 7 cm?.

RISULTATO — PUNTO (B) - VARIAZIONE E NUOVA SUPERFICIE
AS = 4407 cm? ~ +126 cm?; S' = 2207 cm? ~ 691 cm?.

PERCHE LA SUPERFICIE AUMENTA?

Sostituiamo un cerchio piatto (area mr? = 257) con la superficie laterale diun cono che hala stessa base
e altezza non nulla. Geometricamente la superficie del cono "siarrampica" da quel cerchio fino al vertice:
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percorre piu strada, quindi & piu estesa. La differenza 657 — 251 = 407 misura esattamente quanta
superficie in pil stiamo creando per coprire la stessa "base".

Piano cartesiano — triangolo eretta
CLASSIFICAZIONE, PERIMETRO, AREA, INTERSEZIONI
Punto (a) — Che poligono si ottiene?

| tre punti sono A(—5; 2), B(1; 2), C(—2; 6). Non sono allineati (provate a verificarlo: A e B hanno la
stessaordinatay = 2, ma C hay = 6). Quindi unendoli si ottiene un triangolo.

Calcoliamo le tre lunghezze deilati, usando la formula della distanza fra due punti del piano:

d(Py, Py) = \/(wz —21)? + (y2 — y1)*

Lato AB. A e B hanno la stessa ordinata: il segmento & orizzontale e la sua lunghezza & |a differenza fra
le ascisse:

AB=|zp—x4|=]|1-(=5)| =6 cm.
Lato AC.
Rv:\/(_2_(_5))2+(6_2)2:\/324-42:\/94—1 = /25 =5cm.

LatoB_C.
BC=1/(-2-1)2+(6-2)2=4/(-3)?+42 = V016 =v25=5cm.

Abbiamo AC = BC = 5 cm, mentre AB = 6 cm.: il triangolo & isoscele, con base AB e lati obliqui AC
e BC.

OSSERVAZIONE — TERNA PITAGORICA 3-4-5

Siaper AC che per BC ritroviamo la terna (3, 4, 5): i cateti del triangolo rettangolo "spostamento
orizzontale + spostamento verticale" valgono 3 e 4, e l'ipotenusa 5.

Punto (b) — Perimetro e area

Il perimetro & lasomma dei tre lati:

2p=AB+ AC+BC=6+5+5 =16 cm.

Per I'area ci serve l'altezza h relativa ad AB. Poiché AB ¢ orizzontale (sta sulla retta y = 2), I'altezza ¢ la
distanza verticale di C' da quellaretta:

h=|yc—2|=|6—-2|=4cm.

Quindi
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RISULTATO — PUNTO (B)

Triangoloisoscele; 2p = 16 cm; A = 12 cm?.

CURIOSITA GEOMETRICA

Il piede dell'altezza ha ascissa uguale al punto medio di A B, cioé = —2. Coincide conl'ascissa

di C' Questo conferma da solo cheil triangolo &isoscelerispetto allabase AB: C sta esattamente sopra
il punto medio della base.

Punto (c) — Intersezione conlarettay = 2x + 2

Larettay = 2z + 2 ha pendenza 2 e intercetta l'asse yin (0; 2). Per disegnarla bastano due punti: (0; 2)
e(—1;0).

Per trovare le intersezioni con il triangolo, scriviamo I'equazione di ciascun lato e risolviamo il sistema con
laretta.

Lato AB — &il segmento orizzontale diequazione y = 2,conz € [—5; 1]. Sistema:

{zi§$+2 = 2=2x+2 — z=0.

livalorez = 0 stanell'intervallo [—5; 1]: intersezione P (0; 2).

Lato AC — passaper A(—5; 2) e C(—2; 6). Pendenza:

6—2 4
mAC= 35 = 3
Equazione (usando A): y—2 = %(:z: +5), cioé y= %:1: + 2—36 con z € [—5; —2]. Sistema con
laretta:
2z +2 = gw + 23—6

Moltiplichiamo per 3: 6z +6 =4z + 26 = 2x =20 = z = 10. Ma £ = 10 non sta nell'intervallo
[—5; —2]: larettaintersecail prolungamentodi AC, nonil lato stesso. Nessuna intersezione su AC'
Lato BC — passaper B(1; 2) e C(—2; 6). Pendenza:

6—2 4 4

MBC= "9 1~ 3 3"

4 10
Equazione (usando B): y—2 = —g(w —1), cioe y = —g¥tg.conze [—2; 1]. Sistema con

laretta:
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4 10
2 2=—— —.
T+ 3 T+ 3
2
Moltiplichiamo per 3: 6z +6=—-4x+10 = 10z =4 = z = 5 = 0,4. Questo valore sta in
2 14
[-2; 1]: ok. La corrispondente ordinata & y=2- 5 +2= = 2,8. Intersezione

2 14
P, (ga ?) = (0a4; 2a8)'

RISULTATO — PUNTO (C)

Larettay = 2z + 2intersecail triangoloin due punti: Py (0; 2) sul lato ABe
P,(0,4; 2,8)sullato BC.

o y=2x+2

\. P2

VAN

8 p X
-7 -5 -3 11 O 1 3

Figura 1— Triangolo ABC erettay = 2z + 2. Laretta entra nel triangolo in Py (0; 2) e ne esce in P2(0,4; 2,8).
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Calcolo letterale ed equazioni
PRODOTTI NOTEVOLI, SOSTITUZIONE, EQUAZIONI FRATTE

Punto (a) — Sviluppare i prodotti notevoli

Ricordiamo la formula del quadrato di un binomio:
(A—B)? =A% —24B+ B
Primo prodotto. A = 1, B = 2a:
(1—2a)>=12—-2.1-2a+ (2a)® =1 — 4a + 4a®.
Secondo prodotto. A =b, B = 3:

(b—3)2=0b2—2-b-3+32=02—6b+09.

RISULTATO — PUNTO (A)
(1—2a)? =4a® — 4a +1; (b—3)2 =b%—6b+09.

Punto (b) — Valore dell'espressionepera = 2eb = —1

Conviene prima semplificare I'espressione letteralmente, poi sostituire. Riscriviamo:
E=(1-a)®—b(—a)— [-a+2(-b+a)— 3] +b°+5.

Sviluppiamo pezzo per pezzo.

(1 —a)? =1 — 2a + a? (quadrato di binomio).

—b(—a) = +ab(segno meno per segno meno fa piv).

Dentro la parentesi quadra:

—a+2(-b+a)—3=—-a—2b+2a—-3=a—2b—3.
Quindi — [a — 2b — 3] = —a + 2b + 3(cambio disegno atutto cid che era dentro).
Mettiamo insieme:

E=1-2a+a’+ ab —a+2b+3+b%+5.
(1—a)? —b(—a) —...]

Sommiamo i termini simili: i monomi razionali 1 +3+5=9; i termini in a: —2a — a = —3a; resta
a? + ab + 2b + b3.

E=a®+ab+b®—3a+2b+09.
Orasostituiamoa = 2eb = —1:
E=224+2.(-1)+(-1)*-3.2+2.-(-1)+9.
E=4-2-1-6-2+9=2,
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RISULTATO — PUNTO (B)

El@=2b=-1)=2.

VERIFICA SOSTITUENDO DIRETTAMENTE
Senza semplificare prima, sostituiamo a = 2, b = —1nell'espressione originale:
(1-2)2—(-1)(-2)—[-2+2(1+2)-3]+(-1)3+5=1-2—-[-24+6—-3]—1+5=2.

Stessorisultato: ok.

Punto (c) — Risoluzione delle equazioni

Equazione (i).

Eseguiamoiprodotti:

1 1 1 1 o 1
2% T8 27T 3T 12
. 1 . 1
Asinistra —x — 5:1: = 0, quindirestasolo — —:
1 1 1
6 3 12
Moltiplichiamo entrambiimembriper12 (mcmdi6, 3, 12):
3
2=4z+1 = 4d4r=-3 — :1:=—Z.

VERIFICA
Sostituendox = —Z:
primo membro
_ 1.3 1) 1/ 3) 1 13y /3 13 9 4 1
-3(-i-9)-12) -1 (B) s wruwv
secondo membro= l(—E + —) =
3 4

| due membri coincidono.

RISULTATO — EQUAZIONE (I)

3

9 = 1 equazione determinata.

Equazione (ii).

Pagina 7 / 10 infomaat.it - materiale gratuito riservato all'uso personale



ENTRO DI RIPETIZION!

ESAME DI TERZA MEDIA - MATEMATICA - PROVA 2

Svolgimento ragionato

l w+2_2z—1_z+5_l z+3
3 2 8 6 3 8
2 2 1 3 3
| prodotti di frazioni si sempliﬁcanosubito:g . :1:-2|— = :I:-6l— eg . :lz-é— = :1:2—'4_1 . Riscriviamo:
z+2 B 2c—1  z+5 _ z+3
6 8 6 24 -

llmcm(6, 8, 6,24) = 24. Moltiplichiamo entrambi i membri per 24:
4(z+2)—32z—1)=4(z+5) — (z+3).

Sviluppiamo:
dr+8—6x+3=4x+20—2— 3.

Semplifichiamo: asinistradae — 6z = —2xe8 + 3 = 11;adestrade —xz = 3xe20—-3 = 17:

—2x + 11 = 3z + 17.

Portiamo le & a sinistra e inumeri a destra:
6

VERIFICA
Sostituendox = —E: primo membro
-$+2 2:(-9-1_¢ ¥ _4 17 _16 51 _ 67

6 8 30 40 120 120 120’

6 8

secondo membro
__%+5__%+3_£_i_2_ 9 76 9 67
6 24 6 24 30 120 120 120 120°

| due membri coincidono.

RISULTATO — EQUAZIONE (II)

6
r = —— - equazione determinata.

PROMEMORIA — CLASSIFICAZIONE DI UN'EQUAZIONE DI PRIMO GRADO

Portatanellaformaaz = b:sea # 0 & determinata conunicasoluzionez = b/a;sea =0eb=0¢
indeterminata (vera perogniz); sea = 0 e b # 0&impossibile. Entrambe le equazioni di questo

esercizio hannoa # 0, quindi sono determinate.
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4. Statistica descrittiva — i votidi Marco
MEDIA, MODA, MEDIANA, RANGE, TABELLA DI FREQUENZE

|dati: 5, 6, 7, 6, 8 5, 7, 9, 6, 7.Intutton = 10 voti.

Punto (a) — Media, moda, mediana

Media aritmetica. E la somma deivalori divisa perilloro numero:

_ 5+6+7+6+8+5+7+94+647 66
= = = 15 = 66

Moda. Eil valore (oivalori) con frequenza piu alta. Contiamo:

e il5compare 2volte;
e il6compare 3volte;
e il 7compare 3volte;
e |'8 compare 1volta;
e il9comparelvolta.

Due valori — il 6 e il 7 — hanno la stessa frequenza massima, pari a 3. La distribuzione € quindi bimodale: ci
sonodue mode,6e7.

Mediana. E il valore centrale dopo aver ordinato i dati. Ordiniamoli;
556,66 7,77, 8,09.

Conn = 10 (humero pari) la mediana € la media fra il valore in posizione § e quello in posizione 6, cioé fraiil
quinto 6 eil primo 7:

_6+7

M
€T

6,5.

RISULTATO — PUNTO (A)
MediaZ = 6,6 - moda: 6 e 7 (bimodale) - mediana Me = 6,5.

Punto (b) — Range
llrange (campo divariazione) € la differenza fra il valore massimo e il valore minimo:

= Wy = Oy = =1 = 4k,

RISULTATO — PUNTO (B)
Range R = 4.
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Punto (c) — Quale voto serve per portarelamediaa7?

Dopo Il'undicesima verifica Marco avra 11 voti. Affinché la media sia 7, la somma di tutti gli 11 voti
devevalere:

Si1=7-11="177.
La somma attuale € 66. Detto vil voto dell'undicesima verifica:

66 +v=77T — v=11.

ATTENZIONE — LA RICHIESTA E IMPOSSIBILE

Il voto massimo che Marco puo prendere € 10. Servirebbe 11: non esiste. Anche col voto massimo, la

, 66 + 10 76 . . .
nuova media sarebbe 11 -1 ~ 6,91, cioé comunque sotto 7. La conclusione & che Marco
non puo arrivare a una media di 7 in una sola verifica.

RISULTATO — PUNTO (C)

Servirebbe unvotov = 11, non esistente. Larichiesta € impossibile con una sola verifica
in pil: la media massima raggiungibile € &= 6,91. Una media bassa nelle prime verifiche
limita molto la media finale: ogni nuovo voto pesa sempre meno mano a mano che il totale
cresce.

Punto (d) — Tabella delle frequenze

La frequenza assoluta € il numero di volte in cui ciascun voto compare; la frequenzarelativa € il rapporto fra
frequenza assoluta e numero totale didati(n = 10), espressoin percentuale.

VOTO FREQ. ASSOLUTA FREQ. RELATIVA %
S 2 20%
6 3 30%
7 3 30%
8 1 10%
9 1 10%
Totale 10 100%

Controllo: la somma delle frequenze assolute vale 10, esattamente il numero di voti; la somma delle frequenze
relative vale100%. Entrambii controlli passano, la tabella é corretta.

Pagina 10 / 10 infomaat.it - materiale gratuito riservato all'uso personale



